Sur la torsion de la distribution ordinaire universelle attach\'ee \`a
  un corps de nombres by Belliard, Jean-Robert & Oukhaba, Hassan
ar
X
iv
:0
91
2.
25
32
v1
  [
ma
th.
NT
]  
13
 D
ec
 20
09
manuscripta mathematica manuscript No.
(will be inserted by the editor)
Jean-Robert BELLIARD1 ·Hassan OUKHABA2
Sur la torsion de la distribution ordinaire
universelle attache´e a` un corps de nombres
Re´sume´. We study the torsion subgroup of the universal ordinary distribution
related to a general number field. We describe a way to control this subgroup. We
apply this method to the special case of an imaginary quadratic field, and we give
examples of such fields where these torsion subgroups are non-trivial.
0. Introduction
Kubert dans son article [3] a introduit le formalisme des distributions sur
Q. Il y de´montre aussi que la distribution ordinaire universelle sur Q est
sans Z-torsion. La question de l’existence de torsion dans la distribution
ordinaire universelle AK attache´e a` un corps de nombres K quelconque se
pose. Si on e´crit AK comme limite inductive de ses sous groupes de niveau
An indexe´s par les ide´aux entiers de K, alors Yin a montre´ que An est sans
ℓ-torsion pourvu que le nombre premier ℓ ne divise pas l’ordre du groupe
de Galois Gn (voir [9]).
Dans cet article nous nous inte´ressons au cas ou` ℓ divise cet ordre et
nous de´gageons des conditions suffisantes assez fines pour que An soit sans
ℓ-torsion. Ces conditions sont lie´es a` la structure du ℓ-Sylow d’un sous-
groupe de Gn. Avec comme objectif les applications arithme´tiques de [6]
nous appliquons ensuite cette de´marche au cas ou` le corps de base K est
un corps quadratique imaginaire. Nous obtenons ainsi une majoration pour
l’ordre de la torsion des sous-groupes de niveau. Nous montrons ensuite que
la distribution ordinaire universelle attache´e a tout corps quadratique non-
ramifie´ en 2 contient de la torsion (en fait dans ces cas la borne calcule´e
pre´ce´demment est atteinte de`s que le corps quadratique est principal).
1. Formalisme ge´ne´ral
Avant d’entamer notre e´tude nous donnons ci-dessous quelques-unes des
notations utilise´es dans la suite.
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OK := l’anneau des entiers de K.
m∞:= le produit des places re´elles de K.
Ψ0:= Le mono¨ıde des ide´aux entiers non nuls de K.
Ψ¯0:= Le groupe des ide´aux fractionnaires de K.
De plus pour tout n ∈ Ψ0 nous noterons :
In:= le groupe des ide´aux fractionnaires de K premiers avec n.
Rn:= le sous groupe de In forme´ des ide´aux principaux xOK tels que
x ≡ 1 mod×n et σ(x) > 0 pour tout plongement re´el σ de K.
Kn:=le corps de rayon modulo nm∞.
Tp(n):= le groupe d’inertie de p dans Kn/K, p e´tant un ide´al premier.
Gn := Gal(Kn/K).
Rappelons que le groupe Gn est isomorphe a` In/Rn, par l’isomorphisme
de re´ciprocite´ d’Artin. On notera (a,Kn/K) l’automorphisme de Kn/K
associe´ a` l’ide´al a ∈ In par cet isomorphisme. Si X est une partie de Gn
alors on posera s(X) :=
∑
σ ∈ Z[Gn], ou` σ parcourt les e´le´ments de X
et #X de´signera le cardinal de X . Conside´rons maintenant les relations
d’e´quivalence ∼n de´finies sur Ψ0 comme suit :
a ∼n b ⇐⇒ pgcd(a, n) = pgcd(b, n) et ba−1 ∈ Rn′
ou` n′ est tel que n′pgcd(a, n) = n. Lorsque les ide´aux a et b sont premiers
avec n alors b ∼n a si, et seulement si, (b,Kn/K) = (a,Kn/K). Notons ψn(a)
la classe de a modulo la relation ∼n et Ψn := Ψ0/ ∼n l’ensemble des classes
d’e´quivalence de cette relation. Il est clair que Ψn est fini. C’est aussi un
mono¨ıde unitaire commutatif pour la multiplication des ide´aux. L’ensemble
des e´le´ments inversibles de Ψn forme ainsi un groupe, qui est naturellement
isomorphe a` Gn. Si n | m alors on a une surjection Ψn,m : Ψm −→ Ψn. La
relation ∼n a e´te´ introduite par Deligne et Ribet dans leur article [2] afin
d’e´tudier les valeurs des fonctions L des corps de nombres totalement re´els
aux entiers ne´gatifs.
L’ensemble Ψ := lim←−Ψn est un espace topologique compact totalement
discontinu. Par de´finition, cf. [5], une distribution sur Ψ a` valeurs dans un
groupe abe´lien A est une fonction additive
{ouverts compacts de Ψ} µ−−→A.
La projection gn : Ψ −→ Ψn est continue et surjective. L’image re´ciproque
g−1n (ψn(a)) est donc un ouvert compact pour tout ide´al entier a ∈ Ψ0. Posons
alors µn(a) := µ(g
−1
n (ψn(a))). On dira que µ est une distribution ordinaire
si an−1 = bm−1 entraˆıne µn(a) = µm(b). Dans ce cas on peut voir µ comme
une application Ψ¯0 −→ A telle que l’on a
µ(au−1) =
∑
b∈w(u,v,a)
µ(bv−1) (1.1)
pour tous a, u, v ∈ Ψ0 tels que u | v, ou` w(u, v, a) est n’importe quel syste`me
de repre´sentants dans Ψ0 de l’image re´ciproque Ψ
−1
u,v(ψu(a)). En particulier
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si on pose n′pgcd(a, n) = n et a′pgcd(a, n) = a, alors µ(an−1) ne de´pend que
de la classe de a′ dans In′/Rn′ .
La notion de distribution intervient fre´quemment en arithme´tique. On
peut par exemple trouver diverses re´alisations dans les articles [2], [3], [5],
[6], [8], [9], etc ...
2. Distribution ordinaire universelle sur K
Notons [Ψ¯0] le groupe abe´lien libre sur Z engendre´ par les symboles [a], a ∈
Ψ¯0. Soit alors A le groupe [Ψ¯0] modulo les relations
[au−1]−
∑
b∈w(u,v,a)
[bv−1], a, u, v ∈ Ψ0 et u | v (2.1)
Il est clair que la restriction de la projection [Ψ¯0] −→ A a` Ψ¯0 est une
distribution ordinaire sur K. De plus toute distribution ordinaire f : Ψ¯0 −→
A revient a` se donner un homomorphisme de groupes abe´liens f˜ : A −→ A.
Le groupe A est appele´ la distribution ordinaire universelle sur K. Soit
m ∈ Ψ0 un ide´al entier, et soit Am l’image dans A du sous-groupe de [Ψ¯0]
engendre´ par les symboles [am−1], a ∈ Ψ0. Alors Am est par de´finition le
groupe de niveau m de la distribution A. D’apre`s l’article [9] le Z-rang de
Am est #Gm, ce qui peut se de´duire alternativement de l’e´tude qui suit.
Soit ∆ le groupe abe´lien libre engendre´ par la re´union disjointe
∆ := 〈
⊔
n∈Ψ0
Gn〉;
et conside´rons son quotient Aˆ := ∆/U , ou` U est le groupe engendre´ par
les sommes formelles S(n, pe, σ), n ∈ Ψ0 et p ide´al maximal de OK , de´finies
ci-dessous :
S(n, pe, σ) := σ − s(Knpe/Kn)σ˜ si p | n (2.2)
S(n, pe, σ) := (1− (p,Kn/K)−1)σ − s(Knpe/Kn)σ˜ si p ∤ n. (2.3)
Les automorphismes σ ∈ Gn et σ˜ ∈ Gnpe sont choisis de telle sorte que
σ˜ = σ sur Kn. Si n | n′ alors s(Kn′/Kn) est la somme dans ∆ des e´le´ments
du groupe de Galois de Kn′/Kn, soit s(Gal(Kn′/Kn)). Alors on a
The´ore`me 2.1. Les groupes A et Aˆ sont canoniquement isomorphes en
tant que Z[G]-modules, ou` G := lim←−Gn est la limite projective des groupes
Gn.
Preuve. Remarquons que les relations (2.1) avec v = u ou v = up, p e´tant
un ide´al premier, engendrent toutes les autres. Si v = u il s’agit de la relation
[au−1]− [bv−1], b ∼u a. (2.4)
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Supposons que v = up et soit a ∈ Ψ0. Posons d := pgcd(u, a), a′ := ad−1
et n := ud−1. Conside´rons alors l’entier vp(a) := max{k ∈ N
∣∣ pk | a} . Si
vp(a) < vp(u) alors la relation (2.1) s’e´crit simplement
[a′n−1]−
∑
b∈w(n,np,a′)
[bn−1p−1]. (2.5)
Dans ce cas on a bien suˆr p | n. En revanche si vp(a) ≥ vp(u) alors p ∤ n. De
plus dans Ψ−1n,np(ψn(a
′)) on trouve une seule classe pouvant eˆtre repre´sente´e
par un ide´al non e´tranger a` np. Fixons en un et notons le b0. Alors on
obtient la relation
[a′n−1]− [b0n−1p−1]−
∑
b∈w(n,np,a′)
pgcd(b,np)=1
[bn−1p−1]. (2.6)
Ainsi l’application [an−1] −→ (a,Kn/K) envoie (2.4) sur 0 tandis que
l’image de (2.5) et (2.6) est la somme S(n, p, (a′,Kn/K)). On obtient donc
un homomorphisme de groupes abe´liens ρ : A −→ Aˆ. Son homomorphisme
re´ciproque ρ−1 se de´duit de l’application ∆ −→ A qui associe a` σ ∈ Gn la
classe de [an−1], ou` a ∈ Ψ0 est choisi de telle sorte que σ = (a,Kn/K). cette
application est bien de´finie e´tant donne´ (2.4). ⊓⊔
Notons ∆m le sous groupe de ∆ engendre´ par {σ ∈ Gn, n | m}, et posons
Um := ∆m∩U . AlorsAm et∆m/Um sont isomorphes comme Z[Gm]-modules.
3. Sur la ℓ-torsion de Am
Il s’agit ici de trouver des conditions suffisantes pour que Am soit sans ℓ-
torsion. Notre me´thode consiste a` comparer la distribution universelle a` la
distribution d’Iwasawa de K. Celle-ci prend ses valeurs dans la limite directe
Ω := lim−→Q[Gn] pour le systeme inductif
Q[Gn]
φ
n,n′→֒ Q[Gn′ ], σ 7−→ s(Kn′/Kn)σ˜,
ou` n | n′ et σ˜ est une extension quelconque de σ a` Kn′ . Pour introduire cette
distribution, on de´finit d’abord les e´le´ments d’Iwasawa suivants :
α(n, n′) := s(Gal(Kn′/Kn))
∏
p|n
(1− p∗), n | n′, (3.1)
ou` p∗ := λ−1p s(Tp)/#Tp est la moyenne des Frobenius inverse de p, avec
Tp:=Tp(n
′) et λp ∈ Gn′/Tp est le Frobenius en p dans Kn′/K. Remarquons
que l’on a
φn′,n′′(α(n, n
′)) = α(n, n′′).
La distribution d’Iwasawa F : ∆ −→ Ω peut eˆtre de´finie comme la limite
des applications Fn : ∆n −→ Q[Gn] ou` pour σ ∈ Gu, u | n on a pose´
Fn(σ) = φu,n(σα(u, u)) = σ˜α(u, n).
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Conside´rons maintenant le sous groupe U(n) de∆n engendre´ par les sommes
S(u, pe, σ) pour lesquelles on a upe | n. On ve´rifie aise´ment l’inclusion U ⊂
ker(F). On en de´duit Un ⊂ ker(Fn). D’autre part l’inclusion U(n) ⊂ Un
donne une surjection
ker(Fn)/U(n)։ ker(Fn)/Un. (3.2)
On va voir avec (3.3) et le the´ore`me 3.1 ci-dessous que ces deux groupes sont
finis. Comme Im(Fn) est un Z-module sans torsion, on pourra en de´duire
les e´galite´s
Tor(∆n/U(n)) = ker(Fn)/U(n) et Tor(∆n/Un) = ker(Fn)/Un,
ou` Tor(A) de´signe la torsion du groupe abe´lien A. En conse´quence, si le
quotient ∆m/U(m) est sans ℓ-torsion, il en est de meˆme pour ∆m/Um. Cela
incite a` e´tudier le groupe ker(Fm)/U(m), d’autant plus que la de´finition de
U(m) est plus explicite que celle de Um.
Notons p1, . . . , ps les ide´aux premiers qui divisent m, et e1, . . . , es
leurs exposants respectifs de sorte qu’on ait l’e´galite´ m = pe11 · · · pess . Soit Σ
l’ensemble des diviseurs n de m tels que n = pt1e11 · · · ptsess , avec ti ∈ {0, 1}.
On choisit sur Σ une relation d’ordre totale ≺ prolongeant la division, c’est-
a`-dire ve´rifiant l’implication (n | n′) ⇒ (n ≺ n′). La relation ≺ permet
d’associer a` tout n ∈ Σ les deux sous groupes de ∆m de´finis par les syste`mes
de ge´ne´rateurs :
∆ˆn := 〈σ ∈ Gu
∣∣∣ u ∈ Σ et u ≺ n〉
Uˆ(n) := 〈S(u, peii , σ)
∣∣∣ u ∈ Σ, pi ∤ u et upeii ≺ n〉
La restriction de Fm a` ∆ˆn sera note´e Fˆn. Pour n = m, les deux groupes
∆ˆm/Uˆ(m) et ∆m/U(m) sont e´gaux, on a donc l’e´galite´
ker(Fˆm)/Uˆ(m) = ker(Fm)/U(m). (3.3)
Nous utiliserons aussi l’ide´al S(n) de Z[Gn] engendre´ par les traces suivant
les sous-groupes d’inertie, c’est-a`-dire les sommes s(Tpi(n)) = s(Kn/Kni),
ou` nipi
ei = n, et ou` pi parcourt l’ensemble des ide´aux premiers qui divisent
un n ∈ Σ fixe´. L’exposant du sous-groupe de torsion de Z[Gn]/S(n) sera
note´ zn.
The´ore`me 3.1. Soit n ∈ Σ, alors ker(Fˆn)/Uˆ(n) est fini et on a(∏
u≺n
zu
)
ker(Fˆn) ⊂ Uˆ(n).
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Preuve. On fait un raisonnement par re´currence sur n. Si n = (1) alors
ker(Fˆn) = 0. Ainsi on peut supposer n 6= (1). Soit alors n˜ le pre´de´cesseur
de n, c’est-a`-dire que n˜ = max{u ≺ n, u 6= n}. On pose R := Z[Gm]. La
compose´e des deux applications naturelles
∆ˆn −→ Z[Gn] et Z[Gn] −→ Z[Gn]/S(n)
est un R-homomorphisme surjectif avec un noyau e´gal a` S(n)+∆ˆen = Uˆ(n)+
∆ˆen. Mais comme Uˆ(n˜) ⊂ Uˆ(n) ∩ ∆ˆen on obtient la suite exacte
∆ˆen/Uˆ(n˜) −→ ∆ˆn/Uˆ(n) −→ Z[Gn]/S(n) −→ 0.
D’autre part Fm induit un homomorphisme de R-modules surjectif
βn : Z[Gn]/S(n) −→ Im(Fˆn)/Im(Fˆen).
Ainsi, en applicant Fm a` notre suite exacte on obtient le diagramme com-
mutatif :
∆ˆen/Uˆ(n˜) −−→ ∆ˆn/Uˆ(n) −−→ Z[Gn]/S(n) −−→ 0y
y
y βn
0 −−→ Im(Fˆen) −−→ Im(Fˆn) −−→ Im(Fˆn)/Im(Fˆen) −−→ 0
On en de´duit la suite exacte :
ker(Fˆen)/Uˆ(n˜) −→ ker(Fˆn)/Uˆ(n) −→ kerβn −→ 0. (3.4)
Par re´currence ker(Fˆen)/Uˆ(n˜) est fini et est annule´ par
∏
u≺en zu. Il suffit donc,
pour conclure la preuve du the´ore`me, de ve´rifier que kerβn est fini. Mais
comme kerβn est de type fini on doit seulement s’assurer que les modules
Z[Gn]/S(n) et Im(Fˆn)/Im(Fˆen) ont meˆme rang sur Z. Or on peut prouver
par la the´orie des caracte`res que
rang(S(n)) =
∑
u∈Σ,u|n
u 6=n
(−1)d(u,n)+1[Ku : K],
ou` d(u, n) := #{i, pi | n et pi ∤ u} (la preuve de [1], Proposition 2.11 se
retranscrit telle quelle). Il reste a` calculer le rang de Im(Fˆn)/Im(Fˆen). Pour
ce faire conside´rons les modules suivants
De´finition 3.2. Soient u, v ∈ Σ tels que u | v. On de´finit alors les quatre
R-modules Xu, Yu, Xu(v) et Yu(v) en donnant une famille de ge´ne´rateurs de
chacun d’entre eux :
Xu := 〈α(n,m)
∣∣∣ n ∈ Σ, n | u〉,
Yu := 〈α(n,m)
∣∣∣ n ∈ Σ, n | u et n 6= u〉,
Xu(v) := 〈α(n,m)
∣∣∣ n ∈ Σ, n | v et n ≺ u〉,
Yu(v) := 〈α(n,m)
∣∣∣ n ∈ Σ, n | v, n ≺ u et n 6= u〉.
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Proposition 3.3. Soient u, v ∈ Σ tels que u | v. Alors on a
rang
(
Xu(v)/Yu(v)
)
= rang
(
Xu/Yu
)
.
Preuve. On voit que Xu ⊂ Xu(v) et Yu ⊂ Yu(v). De plus on a la suite
exacte suivante
0 −→ Xu ∩ Yu(v)/Yu −→ Xu/Yu −→ Xu(v)/Yu(v) −→ 0.
Or le Z-module Xu ∩ Yu(v)/Yu est fini puisqu’il est de type fini et annule´
par [Kv : Ku]. Ceci prouve la proposition et montre en particulier que
rang
(
Im(Fˆn)/Im(Fˆen)
)
= rang
(
Xn/Yn
)
.
En effet on a Im(Fˆn) = Xn(m) et Im(Fˆen) = Yn(m). ⊓⊔
Il nous faut maintenant calculer le rang du Z-module Xn/Yn.
Proposition 3.4. On a Xn = φn,m(Im(Fn)). De plus Im(Fn) est un Z-
module libre de rang #Gn.
preuve. La premie`re assertion est e´vidente. Pour montrer la seconde il
suffit de ve´rifier que si χ est un caracte`re complexe du groupe Gn alors
χ(Im(Fn)) 6= 0. Or si on note nχ le conducteur de χ alors χ(α(nχ, n)) =
#Gal(Kn/Knχ). ⊓⊔
Comme φn,m est injective on a rang(Xn) = #Gn. Par ailleurs on a
Yu(n) = Xu′(n), ou` u
′ := max{t ∈ Σ, t | n, t ≺ u et t 6= u}. D’ou` la relation∑
u∈Σ,u|n
u 6=n
rang
(
Xu(n)/Yu(n)
)
= rang(Yn),
qui peut eˆtre utilise´e pour prouver, par re´currence sur |n| := d((1), n), la
formule
rang
(
Xn/Yn
)
=
∑
u∈Σ,u|n
(−1)d(u,n)[Ku : K].
Ainsi on a prouve´ l’identite´
rang
(
Im(Fˆn)/Im(Fˆen)
)
= rang
(
Z[Gn]/S(n)
)
,
et ceci comple`te la preuve de la proposition et du the´ore`me. ⊓⊔
Proposition 3.5. Posons H := K(1) et soit ℓ un nombre premier. Soit
Gℓ(m) le ℓ-Sylow du groupe de Galois de Km/H et G
ℓ
p(m), pour p | m, le
ℓ-Sylow de Tp(m). Supposons que Gℓ(m) est le produit direct des groupes
Gℓp(m). Alors ℓ ∤
∏
u∈Σ zu. En particulier le groupe Am est sans ℓ-torsion.
Remarque 3.6. Il est possible de montrer que si u est divisible par au plus
deux ide´aux premiers alors zu = 1.
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Preuve de la proposition 3.5. Fixons u ∈ Σ. Les hypothe`ses de la propo-
sition impliquent que le ℓ-Sylow Gℓ(u) de Γ := Gal(Ku/H) est le produit
direct des ℓ-Sylow Gℓp(u) de Tp(u), p | u. Cette remarque nous sera utile
pour montrer que ℓ ∤ zu. La premie`re e´tape de la de´monstration consiste a`
de´composer Z[Gu]/S(u) en somme directe de sous-Z[Γ ]-modules. En effet,
les s(Tp(u)), p | u engendrent dans Z[Γ ] un ide´al que nous noterons S˜(u).
De plus si {γu(τ), τ ∈ Gal(H/K)} est un syste`me de repre´sentants de Gu
modulo Γ , alors on a l’isomorphisme de Z[Γ ]-modules suivant :
Z[Gu]
S(u)
≃
⊕
τ∈Gal(H/K)
Z[Γ ]
S˜(u)
γu(τ). (3.5)
Nous devons donc montrer que Z[Γ ]/S˜(u) est sans ℓ-torsion. Cela revient a`
ve´rifier que le Zℓ[Γ ]-module
Zℓ ⊗Z Z[Γ ]/S˜(u) ≃ Zℓ[Γ ]/S˜(u)Zℓ[Γ ]
est sans Zℓ-torsion. A cette fin on e´crit Γ = G
′ ×Gℓ(u), avec ℓ ∤ #G′, et on
note X l’ensemble des caracte`res Qℓ-irre´ductibles de G
′. Soit {eχ, χ ∈ X} le
syste`me complet d’idempotents associe´s aux e´le´ments de X. Rappelons que
ce syste`me ve´rifie les relations (orthogonalite´ des caracte`res)
∑
χ∈X eχ = 1
et eχeχ′ = 0 (resp. eχ) si χ
′ 6= χ (resp. χ′ = χ). On en tire l’isomorphisme
suivant :
Zℓ[Γ ]
S˜(u)Zℓ[Γ ]
≃
⊕
χ∈X
eχZℓ[Γ ]
eχS˜(u)Zℓ[Γ ]
.
D’autre part, si pour un caracte`re donne´ χ ∈ X on pose Aχ := eχZℓ[G′],
alors on constate que les deux Aχ-alge`bres
eχZℓ[Γ ]
eχS˜(u)Zℓ[Γ ]
et A(χ, u) :=
Aχ[Gℓ(u)]
S˜(u)Aχ[Gℓ(u)]
sont isomorphes. De plus comme Gℓ(u) =
∏
p|u
Gℓp(u) on obtient la de´composi-
tion :
A(χ, u) ≃
⊗
p|u
Aχ[G
ℓ
p(u)]
s(Tp(u))Aχ[Gℓp(u)]
.
de A(χ, u) en produit tensoriel sur Aχ des alge`bres
A(χ, u, p) := Aχ[G
ℓ
p(u)]/s(Tp(u))Aχ[G
ℓ
p(u)].
Or les A(χ, u, p) sont des Aχ-modules libres, et comme Aχ est un Zℓ-module
libre on de´duit que les A(χ, u, p) sont eux-meˆmes Zℓ-libres. Ce qui comple`te
la preuve de la proposition. ⊓⊔
Corollaire 3.7. Soit m = nZ un ide´al de Z. Alors le groupe de niveau m
de la distribution ordinaire universelle sur Q est un groupe abe´lien libre.
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Preuve. Cela tient au fait que le groupe de Galois sur Q de l’extension
cyclotomique Q(e
2ipi
n ) est e´gal au produit direct des groupes d’inertie. ⊓⊔
Corollaire 3.8. inj Supposons que Gal(Km/H) est e´gal au produit direct
de ses sous-groupes d’inertie. Alors on a U(m) = U ∩ ∆m. De plus, pour
tout diviseur n de m, An est Z-libre.
4. Le cas des corps quadratiques imaginaires
Nous supposons a` partir de maintenant et jusqu’a` la fin de cet article que
K est un corps quadratique imaginaire.
4.1. Ennonce´s des resultats.
La proposition 3.5, applique´e a` cette situation particulie`re, entraˆıne le re´sul-
tat suivant
Corollaire 4.1. Soit wK le nombre de racines de l’unite´ du corps quadra-
tique imaginaire K. Soit ℓ un nombre premier qui ne divise pas wK , ℓ ∤ wK .
Alors la distribution ordinaire universelle sur K est sans ℓ-torsion.
Preuve. Le lecteur peut facilement ve´rifier que le ℓ-Sylow de Gm est e´gal
au produit direct des ℓ-Sylow des groupes d’inertie Tp(m), p | m. ⊓⊔
Dans la section pre´ce´dente on a calcule´ un multiple
∏
u|m zu de l’exposant
de Tor(Am). Si on suit la preuve de la proposition 3.5, on voit que les sous-
groupes de torsion des quotients Z[Gal(Kn/H)]/S˜(n), pour n | m, jouent
un roˆle pre´ponde´rant. Pour le cas particulier qui nous inte´resse en vue des
applications de [6], ces derniers sous-groupes de torsion sont de´crits par le
The´ore`me 4.2. Soit n un e´le´ment de Σ, suppose´ premier a` wK . Rappelons
que |n| de´signe le nombre d’ide´aux premiers qui divisent n. On a
Tor(Z[Gal(Kn/H)]/S˜(n)) ≃
{
0 si |n| = 1 ou |n| pair,
Z/wKZ sinon.
Corollaire 4.3. Supposons que m est un ide´al propre de OK et premier a`
wK . Alors l’ordre du groupe Tor(Am) divise (wK)ah,ou` h est le nombre de
classes d’ide´aux de K et a = 2|m|−1 − |m|.
Preuve du corollaire. La suite exacte (3.4) permet de montrer par re´cur-
rence sur n ∈ Σ − {(1)} que l’ordre de ker(Fˆn)/Uˆ(n) divise (wK)anh, ou`
an := #{u ∈ Σ, u ≺ n, |u| impair et |u| ≥ 3}.
En effet, kerβn est un sous-groupe de Tor(Z[Gn]/S(n)). D’ou`, grace a` (3.5)
et au the´ore`me 4.2, l’ordre de kerβn divise (wK)
h. De plus kerβn = {0},
si |n| est e´gal a` 1 ou a` un entier pair. Il ne reste plus qu’a` ve´rifier que
am = 2
|m|−1 − |m|. ⊓⊔
Le reste de cette section est consacre´ a` la preuve du the´ore`me 4.2.
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4.2. Preuve du the´ore`me 4.2
D’apre`s le corollaire 4.1, il suffit de montrer que les ℓ-parties de Z/wKZ
et de Tor(Z[Gal(Kn/H)]/S˜(n)) co¨ıncident pour les nombres premiers ℓ qui
divisent wK . Fixons donc un tel ℓ (en fait ℓ = 2 ou 3). Pour simplifier les
notations on suppose que n = m, ce qui ne change rien a` la ge´ne´ralite´ de la
de´monstration, et on posem = |m|. On laisse de cote´ le cas imme´diatm = 1.
On commence par e´noncer sous forme de remarques des faits e´le´mentaires
qui nous serons utiles.
Remarque 4.4. Le groupe Gal(Km/H) est engendre´ par les sous-groupes
d’inertie Tp(m), p | m (ce re´sultat bien suˆr vaut pour tout corps de nombres).
Remarque 4.5. Comme m est premier a` wK et m > 1 on a pour tout i
Tpi(m) ≃ (OK/peii )×.
Remarque 4.6. Soit i0 ∈ {1, . . . ,m}, alors les groupes d’inertie Tpi(m),
i 6= i0 forment un produit direct.
La remarque 4.5 montre en particulier que le ℓ-Sylow Gℓpi(m) de Tpi(m)
est cyclique. Posons alors gi := o(G
ℓ
pi
(m)) et supposons que gm ≤ gi, pour
tout i. Les remarques 4.4 et 4.6 permettent de ve´rifier que l’on peut trouver
dans Gal(Km/H) des e´le´ments τ1, . . . , τm tels que G
ℓ
pi
(m) = 〈τi〉, pour tout
i ∈ {1, . . . ,m − 1}, et Gℓ(m) = 〈τ1〉 × 〈τ2〉 × · · · × 〈τm〉. De plus on a
Gℓpm(m) = 〈j〉, ou`
j :=
m∏
i=1
τ
gi
gm
i
Notons que l’ordre de τm est o(〈τm〉) = gm/ℓr, ou` ℓr est la plus grande
puissance de ℓ divisant wK . Ecrivons, comme en section 3, Gal(Km/H) =
G′ ×Gℓ(m) et soit G′i le sous-groupe de G′ tel que Tpi(m) = G′i ×Gℓpi(m).
Il s’agit de calculer la ℓ-torsion de A(χ,m) pour tout caracte`re Qℓ-
irre´ductible du groupe G′. On a d’abord le lemme e´vident :
Lemme 4.7. Soit Λ := Z[Gℓ(m)] et Λχ le Λ-module engendre´ par les traces
s(Gℓpi(m)) pour lesquelles χ est trivial sur G
′
i. Alors A(χ,m) est naturelle-
ment isomorphe a` Aχ ⊗Z Λ/Λχ.
Proposition 4.8. Soit P une partie de {1, . . . ,m} distincte de {1, . . . ,m}.
Notons Λ(P ) le Λ-module engendre´ par les traces s(〈τi〉), i ∈ P . Alors le
module Λ/Λ(P ) est libre sur D := Z[〈τk, k 6∈ P 〉]. En particulier si χ n’est
pas trivial sur G′m alors Λ/Λχ est sans Z-torsion.
Preuve. Il est clair que Λ/Λ(P ) est isomorphe au produit tensoriel sur D⊗
n∈P
D[〈τn〉]
s(〈τn〉)D.
torsion de la distribution universelle 11
Cela donne la premie`re assertion puisque D[〈τn〉]/s(〈τn〉)D est libre sur D
(de rang gn − 1).
D’autre part pour i 6= m les τi engendrent les ℓ-groupes d’inerties : 〈τi〉 =
Gℓpi(m). En particulier lorsque χ est non trivial sur G
′
m, on a l’e´galite´ Λχ =
Λ(Pχ) pour Pχ = {i
∣∣∣χ(G′i) = {1}}. Et la seconde assertion en de´coule. ⊓⊔
Pour e´tudier la torsion de Z[Gal(Kn/H)]/S˜(n), on est amene´ a` conside´rer
les Λ-modules Θ(P ) engendre´ par les s(Gℓpi(m)), i ∈ P . Remarquons que si
m /∈ P , alors Θ(P ) est e´gal au module Λ(P ) de´fini ci-dessus. En particulier,
toujours si m /∈ P , on a l’isomorphisme
Λ/Θ(P ∪ {s}) ≃ Λ/Λ(P )
s(〈j〉)Λ/Λ(P ) .
De plus comme Λ/Λ(P ) est Z-libre d’apre`s la proposition 4.8 ci-dessus on a
Tor(Λ/Θ(P ∪ {s})) ≃ H2(〈j〉, Λ/Λ(P )). (4.1)
La preuve du the´ore`me 4.2 consiste a` calculer ces groupes de cohomologie.
Proposition 4.9. Soit P ⊂ Q et P 6= Q deux parties de {1, . . . ,m} telles
que m 6∈ Q. Soit DQ le sous-groupe de Gℓ(m) engendre´ par les Gℓpi(m),
i 6∈ Q. Alors on a
HkP,Q := H
k(DQ, Λ/Λ(P )) = 0, pour tout k ≥ 1. (4.2)
Preuve. Nous allons de´montrer la proposition par re´currence sur le cardinal
de P . Le cas ou` P = ∅ est trivial puisqu’alors Λ/Λ(P ) = Λ qui est libre
sur tout sous-groupe de Gℓ(m). Supposons que (4.2) est prouve´e pour tout
couple (P ′, Q′) de sous-ensembles de {1, . . . ,m} ve´rifiant les hypothe`ses de
la proposition et tels que le cardinal de P ′ < #P . On peut bien suˆr e´crire
P comme une re´union disjointe P = {i0}∪P ′ ou` i0 ∈ P . On a alors la suite
exacte
0 −→ s(〈τi0 〉)(Λ/Λ(P ′)) −→ Λ/Λ(P ′) −→ Λ/Λ(P ) −→ 0.
D’ou` l’on tire
HkP ′,Q −→ HkP,Q −→ Hk+1(DQ, s(〈τi0〉)(Λ/Λ(P ′))) −→ Hk+1P ′,Q.
L’hypothe`se de re´currence entraˆıne que les deux groupes HkP ′,Q et H
k+1
P ′,Q
sont nuls. Il vient donc
HkP,Q ≃ Hk+1(DQ, s(〈τi0 〉)(Λ/Λ(P ′))).
Or Λ/Λ(P ′) est libre sur 〈τi0 〉 comme e´nonce´ dans la proposition 4.8. En
particulier on a s(〈τi0 〉)(Λ/Λ(P ′)) = (Λ/Λ(P ′))〈τi0 〉 et
Hn(〈τi0 〉, Λ/Λ(P ′)) = Hn(〈τi0 〉, Λ(P ′)) = 0 pour tout n > 0.
D’autre part si on pose Q′ := Q− {i0} alors on a DQ′ = 〈DQ, τi0〉. Comme
on a suppose´ P 6= Q, on a {i0} ( Q. La remarque 4.4 montre donc l’e´galite´
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DQ ∩ 〈τi0 〉 = {1}, qui permet d’identifier DQ avec le quotient DQ′/〈τi0〉.
D’apre`s le corollaire p. 118 de [7] ou le Theorem 2 p. 161 de [4], l’inflation
en degre´ k + 1 donne donc un isomorphisme :
Hk+1(DQ, (Λ/Λ(P
′))〈τi0 〉) ≃ Hk+1(DQ′ , Λ/Λ(P ′)).
Mais comme #P ′ < #P , le terme de droite est trivial, d’ou` la proposition.
⊓⊔
Corollaire 4.10. Si le caracte`re χ est non-trivial sur G′ alors le Z-module
Λ/Λχ est sans torsion.
Preuve. Si χ est non trivial sur G′m, c’est la proposition 4.8. Sinon soit
P l’ensemble des indices i 6= m tels que χ est trivial sur G′i et soit Q :=
{1, . . . ,m − 1}. Comme χ est suppose´ trivial sur G′m et non sur G′ on a
l’inclusion stricte P ( Q. D’apre`s la de´finition de Θ et (4.1) on a
Tor(Λ/Λχ) = Tor(Λ/Θ(P ∪ {s})) ≃ H2(DQ, Λ/Λ(P )).
La proposition 4.9 permet de conclure. ⊓⊔
Il reste a` calculer la torsion de Λ/Λχ lorsque χ est trivial. Dans ce cas on
a Λχ = Θ(Pm) ou` Pi := {1, . . . , i}. D’apre`s (4.1) on doit calculer le groupe
H2(〈j〉, Λ/Λ(Pm−1)). La de´marche suivie pour prouver la proposition 4.9
montre en fait que l’on a
Hk(DPi+1 , Λ/Λ(Pi+1)) ≃ Hk+1(DPi , Λ/Λ(Pi)), i ∈ {1, . . . ,m− 2}.
En particulier on a
H2(〈j〉, Λ/Λ(Pm−1)) ≃ Hm(DP1 , Λ/Λ(P1)) ≃ Hm+1(DP1 , Λ〈τ1〉).
Or Λ〈τ1〉 = s(〈τ1〉)Λ est libre sur le sous-groupe 〈τ2, . . . , τm−1〉 de DP1 .
L’inflation en degre´ m+ 1 donne alors l’isomorphisme
Hm+1(DP1 , Λ
〈τ1〉) ≃ Hm+1(〈j〉, Λ〈τ1,...,τm−1〉).
Le groupe de cohomologie de droite se calcul sans difficulte: il est e´gal a` 0 si
m est pair, et a Z/ℓrZ si m est impair. Ceci ache`ve la preuve du the´ore`me
4.2.
5. Construction d’exemples ou` Tor(Am) 6= {0}
Dans cette section K est toujours un corps quadratique imaginaire. Nous
avons vu pre´ce´demment que Am est sans torsion si s ≤ 2 et que pour s = 3,
#Tor(Am) divise (wK)h.
Proposition 5.1. On suppose que wK = 2 et que K contient trois ide´aux
premiers principaux p1, p2, p3 tels que Npi ≡ 3 modulo 4. On pose m =
p1p2p3. Alors Tor(∆m/U(m)) ∼= (Z/2Z)h et Tor(Am) 6= 0.
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Pour re´aliser les conditions de cette proposition, il suffit par exemple de
choisir K tel que
√−1 6∈ H (ce qui se produit si 2 n’est pas ramifie´ dans
K) et de choisir trois ide´aux premiers pi tels que (pi, H(
√−1)/K) soit e´gal
a` l’e´le´ment non trivial de Gal(H(
√−1)/H).
Preuve de la proposition 5.1. Lorsque m = 3 on a ne´cessairement :
Tor(∆m/U(m)) ≃ ker(βm). En effet il suffit de re´e´crire la suite exacte (3.4)
en remarquant que les proble`mes de torsion ne se manifestent pas avant m.
Mais vu la de´composition (3.5) et le the´ore`me 4.2 il suffit simplement de
ve´rifier les deux conditions ker(βm) = Tor(Z[Gm]/S(m)) et Tor(Am) 6= 0.
C’est le cas si le seul e´le´ment de torsion de Z[Gal(Km/H)]/S˜(m) appar-
tient a` ker(βm) d’une part, et que son ante´ce´dent par l’isomorphisme (3.4)
n’appartient pas a` Um/U(m) d’autre part. On a bien suˆr ℓ = 2, o(G
ℓ
pi
(m)) =
2 et o(Gℓ(m)) = 4. On peut donc poser G
ℓ
pi
(m) = 〈τi〉, i = 1, 2, 3, avec
τ3 = τ1τ2 et Gℓ(m) = 〈τ1〉 × 〈τ2〉.
Si χ est le caracte`re trivial de G′ alors Λ/Λχ est isomorphe a` Z/2Z,
d’apre`s le the´ore`me 4.2. Comme Aχ = s(G
′)Zℓ[G
′] est libre de rang 1 sur
Zℓ, le seul e´le´ment de torsion de A(χ,m) est la classe de s(G
′). Dire que cette
classe appartient a` kerβm revient simplement a` ve´rifier que s(G
′)α(m,m)
s’exprime en fonction des α(n,m) pour n | m et n 6= m. On a
2s(G′)α(m,m) = ((1 + τ1) + (1 + τ2)− τ1(1 + τ3))s(G′)α(m,m).
On va ve´rifier que chaque terme de la forme (1 + τi)s(G
′)α(m,m) appar-
tient en fait a` 2Z[Gal(Km/H)] α(m/pi,m), en simplifiant par 2 cela donne
l’expression attendue pour s(G′)α(m,m). Comme en (3.1), on note λpi un
releve´ dans Gm du Frobenius en pi et on pose p
∗
i = λ
−1
pi s(Tpi)/#Tpi . Rap-
pelons aussi que G′ = G′1 × G′2 × G′3 ou` les G′i sont de´finis par Tpi =
G′i × {1, τi}. D’ou` l’e´galite´
(1 + τi)s(G
′)α(m,m) = s(Tpi ×G′j ×G′k)(1 − λ−1pi )(1− p∗j )(1− p∗k)
Par hypothe`se l’automorphisme λpi ∈ Γ := Gal(Km/H). De plus le groupe
Φ := Tpi ×G′j ×G′k e´tant d’indice 2 dans Γ on obtient
s(Φ)(1 − λ−1pi ) =
{
0 si λpi ∈ Φ
s(Γ )− 2λ−1pi s(Φ) sinon.
Or s(Γ )(1− p∗j ) = s(Γ )(1− λ−1pj ) = 0 puisque λpj ∈ Γ . Il suffit maintenant
de remarquer que s(Φ)(1−p∗j)(1−p∗k) = s(G′j×G′k)α(pjpk,m) pour pouvoir
conclure que s(G′)α(m,m) s’exprime bien en fonction des α(n,m) pour n |
m et n 6= m. Plus pre´cise´ment on a mis en e´vidence des sommes xi ∈
Z[Gal(Kpjpk/K)] ⊂ ∆m/pi telles que
R := s(G′) + x1 + x2 + x3 ∈ ker(F).
Pour de´montrer la proposition, il nous reste a` prouver que cet e´le´ment
n’appartient pas a` U . Cela peut se faire au moyen d’un crite`re de parite´.
Pour ce, on introduit l’homomorphisme ν : ∆ −→ Z de´fini par ν(σ) = 1 si
σ ∈ Gn pour un n de la forme n =
∏3
i=1 p
ei
i avec des ei ≥ 1, et ν(σ) = 0
sinon. Clairement ν(R) = #G′ est impair tandis que
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Lemme 5.2. ν(U) ⊂ 2 Z.
Preuve du lemme. On e´tudie les images par ν des ge´ne´rateurs de U note´s
S(n, pe, σ) en fin de section 2. Pour les ge´ne´rateurs du type (2.3) la parite´
est imme´diate puisque [K(np) : K(n)] est pair de`s que p ∤ n et n 6= (1). En
ce qui concerne les ge´ne´rateurs du type (2.2) leur image par ν est nulle sauf
lorsque σ ∈ Gn pour les n de la forme n =
∏3
i=1 p
ei
i avec des ei ≥ 1. Dans
ce dernier cas le p de (2.2) est l’un des trois pi, et [K(np
e) : K(n)] = N(pe)
est impair. D’ou` la parite´ de ν(S(n, pe, σ)) = 1 + [K(npe) : K(n)]. ⊓⊔
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